1. Mars jest czwartg planetg Ukladu Stonecznego, a jego okres orbitalny wynosi Th; = 1,88 roku. Opozy-
cja to takie ulozenie Ziemi i innej planety (o promieniu orbity wiekszym od promienia orbity Ziemi), ze
Stonice, Ziemia i ta planeta znajduja sie na jednej prostej w podanej kolejnosci. Zakladamy, ze zar6wno
Mars jak i Ziemia maja kolowe, wspolosiowe (lezace na jednej plaszczyznie) orbity.

e Predkosé katowa cialta o predkosci v poruszajacego sie po kotowej orbicie o promieniu r jest rowna:

v 360°

ro 27

Oblicz predkosci katowe Ziemi i Marsa. Wyraz odpowiedzi w stopniach na dzieri.

e Zaobserwowano opozycje Marsa. Jaki kat przebedzie Mars wzgledem Stonca w czasie At = 0,5
roku? Jaki kat przebedzie on w tym czasie wzgledem Ziemi (rozwazamy kat Ziemia — Storice —
Mars)?

e Co ile lat mozemy obserwowaé opozycje Marsa?
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Rozwigzanie
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Rysunek 1: Schemat ruchu planet opisanego w zadaniu

e Predkosé katowa w danego ciala jest miara zmiany kata w czasie, czyli w = %. Przy zalozeniu

kolowosci orbity, w jest wielkoscia stala. Zauwazmy, ze podczas calego okresu obiegu, zataczamy
petne koto, a wiec kat 360°, co pozwala zapisa¢ predkosé katowa jako:

~360°
T

w
Taka sama zaleznosé uzyskaliby$my wstawiajac do wzoru podanego we wskazéwce v = # -
a wiec predko$¢ w ruchu jednostajnym po okregu. Uwaga — w literaturze bardzo czesto mozna
spotka¢ wzor w = 27”, jednakze przedstawia on warto$¢ predkosci katowej w radianach (inna
jednostka kata, m = 180°) na sekunde. Jako, iz miara katowa nie pojawia sie w podstawie
programowej, postaramy sie trzymaé¢ jednostek ze stopniami.



Wstawiajac wielkosci Ths = 1,88 roku oraz Tz = 1 rok do powyzszego wzoru, otrzymamy:
wyr = 191,5° /rok = 0,525° /dzien
i dla predkosci katowej Ziemi:
wz = 360° /rok = 0,986° /dzien

Jak powiedzieliSmy w poprzednim podpunkcie, predkos¢ katowa, zarowno Marsa, jak i Ziemi jest
stala, a wiec przeksztalcajac wzor w = AA—‘; otrzymamy wartosé¢ kata przebytego w pét roku:

oy = wyr - At = 191,5° /rok - 0,5 roku = 95,75°

Co jest odpowiedzia na pierwsze z zadanych w tym podpunkcie pytan. Obliczajac analogicznie
dla Ziemi dostajemy:
az =wgz - At = 360° /rok - 0,5 roku = 180°

Sa to oczywiscie katy jakie obie planety przebyly wzgledem Storica. Szukany kat Ziemia — Stonce
— Mars bedzie wiec po prostu réznica powyzszych katow:

anz = az —ay = 180° — 97,75° = 82,25°

Planety ponownie ustawia sie w opozycji, gdy ich wzgledny kat (a wiec ponownie kat Ziemia —
Storice — Mars) wyniesie 360°. Mamy wiec warunek:

ANz = Oy — Oy = 3600

Oznaczmy szukany czas pomiedzy kolejnymi opozycjami jako {. Pamietajac o poprzednio poli-
czonych predkosciach katowych, mozemy skorzysta¢ ze wzoru o = w - At i otrzymujemy:

Qy — QN :wz-f—wM~f:f-(wZ—wM)
Laczac powyzsze dwa wzory otrzymamy:
3600 = f (wz — wM)

360°

Wz —WMm

(SN

— =
I po wstawieniu wyliczonych w pierwszym podpunkcie predkosci katowych, dostaniemy wartosé
liczbowa:

- 360°

t=———""—1lat =2,14 lat

360° — 191,5°
Co ciekawe, warto$¢ ¢ bytaby mniejsza dla planet bardziej odlegtych od Ziemi niz Mars (np.
dla Jowisza czy Saturna). Pierwsze dwa podpunkty zadania mialy na celu wizualizacje sytuacji
obecnej w zadaniu i stopniowe doprowadzenie czytelnika do rozwigzania. Jednakze mozliwe jest
oczywiscie bezposrednie wyrazenie ¢t poprzez okresy orbitalne Ziemi i Marsa. Otrzymamy wtedy
groznie wygladajacy wzor:
1 TyTy

t = =
= Ty—-Tz

Wartosé ¢ nazywa sie okresem synodycznym i jest przydatna wielkogcia wystepujaca nie tylko w
zjawiskach opozycji.
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2. Zagiel stoneczny jest niestandardowym, aczkolwiek czasem stosowanym, alternatywnym sposobem na-
pedzania statkéw kosmicznych. Zostal po raz pierwszy skutecznie uzyty przez wystrzelona w 2010
roku misje Japorniskiej Agencji Eksploracji Aerokosmicznej (JAXA) IKAROS. Jego dziatanie opiera sie
na skorzystaniu z faktu, ze $wiatlo (fotony), podobnie jak czastki posiadajace mase, moze wywiera¢
ci$nienie. Ped jednego fotonu p. jest réwny:

E

¥
pzi
v C

gdzie E., to energia tego fotonu, a c to predkosé swiatta. Ped wiazki fotonéw o mocy L w czasie ¢ jest
w takim razie rowny

E Lt
p=—=—
c c
Z kolei cisnienie jest, z definicji, rowne:
F Ap
P = — = —
S SAt

gdzie F to sila, S to powierzchnia, Ap to zmiana pedu (w tym przypadku pedu fotonéw) w czasie At.

e Wiedzac, ze stala sloneczna' jest réowna I = 1361 W/m?, oblicz ciénienie, jakie wywieraloby
$wiatto pochodzace ze Stonica na doskonale czarny (czyli absorbujacy wszystkie padajace na niego
fotony) zagiel stoneczny znajdujacy sie w odlegtosci 1 au od Stonca i orbitujacy woko! niego na
orbicie w ksztalcie okregu. Zaléz, ze swiatto pada na zagiel pod katem prostym.

e Dodatkowo przyjmujac, ze zagiel ma ksztalt kwadratu o boku 100 metréw, oblicz sile, jaka $wiatto
Stonca wywieratoby na taki statek kosmiczny.

e Rozstrzygnij, czy ta sitla sprawilaby konieczno$é zmiany predkosci statku kosmicznego w celu
utrzymania kotowej orbity o promieniu 1 au, a jesli tak, to jaka bylaby to zmiana — czy jego
predkos$¢ byltaby wieksza, czy mniejsza? Nalezy rozstrzygnaé jedynie znak zmiany predkosci,
warto$¢ liczbowa nie jest wymagana.
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Rozwiazanie

Jako ze zagiel pochlania cale padajace na niego §wiatto, zmiana pedu fotonéw przez niego pochlonietych
w czasie At rowna jest ich catkowitemu pedowi i wynosi:
LAt
Ap=—,
c
zatem zgodnie z podanym w treSci wzorem, ci$nienie wywierane na zagiel przez $wiatto stoneczne
Wynosi:

A LAt T 1361 W/m?
= 7p = c = —— = - = 7/111 == 4’54 X 10_6 Pa,

SAt  SAt ¢S ¢ 3x10%m/s
gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze iloraz mocy $wiatta stonecznego L przez powierzchnie S, na ktorg
pada, jest réowny stalej slonecznej I. Sita wywierana na zagiel rowna jest ci$nieniu pomnozonemu

przez powierzchnie zagla S = a?, gdzie a to dtugo$é boku zagla i wynosi:

2 2 2
F:PSZEZIi:lSGlW/m x (100 m) — 0.0454N.
c c 3 x 108 m/s

W ruchu na orbicie kotowej bez uwzgledniania ci$nienia promieniowania sita przyciagania grawitacyj-
nego F, réwnowazy sil¢ odsrodkowa Foq4:
F, g = Foaq

IStata stoneczna to ilogé energii wyprodukowanej przez Stoiice w czasie 1 sekundy jaka przechodzi przez jednostkowa po-
wierzchnie (np. 1m?) ustawiona prostopadle do promieniowania w odleglosci Ziemia-Storice. Warto$é ta mierzona jest nad
atmosfera Ziemi.



GMm  mv?

r r
z czego otrzymujemy wzor na predko$é orbitalna:
GM
V=4 —,
r

gdzie jako m oznaczyliSmy mase ciala poruszajacego si¢ po orbicie, M to masa ciata centralnego
(w tym przypadku Stonca), a r to promien orbity. Teraz uwzglednijmy site pochodzaca od fotonow
uderzajacych w zagiel stoneczny. Jako ze sita F,, z jaka §wiatto stoneczne dziata na statek kosmiczny,
ma zwrot przeciwny do sity grawitacji, aby statek mogt utrzymac sie na orbicie, musi zachodzi¢ réwnosé:

Fy—F, =Fy

GMm_E_va

b
2 c r

r

wiec w tym przypadku predkoséé ciata wynosi:

,_ [T TS
n r me

GM _ ISr _ [GM

T mc r 7

Czlon L3¢ jest dodatni, wiec

mc
samym promieniu jego predko$é¢ musiataby ulec zmniejszeniu.

zatem w celu utrzymania ciata na orbicie o takim

Co interesujace, stworzenie zagla stonecznego z materiatu doskonale czarnego nie jest najlepszym roz-
wiazaniem. Tworzac go z materiatu odbijajacego wszystkie fotony w kierunku, z ktorego w niego
uderzyly (czyli efektywnie stworzenie zagla stonecznego, ktory bylby lustrem), sprawilibysmy, ze ci-
$nienie wywierane przez promieniowanie byloby dwukrotnie wieksze. Dzieje sie tak dlatego, ze foton
po odbiciu zaczalby lecie¢ w przeciwng strone niz na poczatku, czyli zmienitby swoj ped o 2p, a nie
0 Py
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3. Rozwazmy hipotetyczny scenariusz, w ktérym kosmici umiescili pitke do koszykowki w odlegtosci
100 000 km od srodka Ziemi.

e Piltka poczatkowo spoczywala wzgledem Ziemi, po czym zaczeta swobodnie na nig spadaé¢. Oblicz,
jaka predkos$¢ bedzie miata pitka, gdy znajdzie sie w odleglosci 10000km od centrum Ziemi.
Uwzglednij wylacznie site grawitacji Ziemi, pomiri opory ruchu.

e Tym razem kosmici chca sprawié, by pitka przeleciala w poblizu Ziemi, a nastepnie na zawsze
uciekta od Ziemi (a wiec zeby pitka po najwiekszym zblizeniu wiecznie zwickszala swoja odle-
glosé od Ziemi). Jaka predkosé musza nadaé pilce? Kiedy w trakcie lotu predkosé pitki bedzie
najwicksza? Przedstaw uzasadnienie. Uwzglednij wylacznie sile grawitacji Ziemi, pomii opory
ruchu.
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Rozwiazanie

Oznaczmy R = 100000km = 1,00 x 108m oraz » = 10000km = 1,00 x 10" km. Niech takze M =
5,97 x 10** kg — masa Ziemi oraz G = 6,67 x 10_11%22. Mase pitki bedziemy za$ oznaczaé litera m.

Do rozwiazania podpunktu a) skorzystamy z zasady zachowania energii. Poniewaz uwzgledniamy wy-
tacznie ruch w polu grawitacyjnym Ziemi, w dowolnym momencie energia catkowita pitka réwna bedzie
sumie jej energii potencjalnej w polu grawitacyjnym oraz energii kinetycznej. W poczatkowym momen-
cie predkos¢ pitki byta rowna 0, a wiec jej energia kinetyczna takze byta rowna 0. Mozemy wiec zapisac,
ze calkowita energia pitki w momencie opuszczenia pitki przez kosmitow wynosi Epoc. = fGMTm. W
momencie za$, gdy pitka znajdzie sie w odlegtosci r od §rodka Ziemi, je(jj energia catkowita bedzie rowna
sumie energii potencjalnej i energii kinetycznej: Egop, = —Gfﬂ + % — gdzie v, to szukana predkosé
pitki w odleglosci 10000 km. Z zasady zachowania energii wiemy, ze Eiop = Epoc.. Stad zapisujemy:

R r 2
2
Dzielac réwnania obustronnie przez m i dodajac nastepnie GTM, mamy: GT—M — GTM = %”
otrzymaé wzor na predkosé pitki, ktéra nalezy obliczy¢:

. Stad tatwo

1 1 m
=4/2GM | - — = | = 8460—
Vp G (r R) 8 GOS

Aby rozwiaza¢ podpunkt b), nalezy zauwazy¢, ze pitka ucieknie od Ziemi, jesli jej predkos¢ bedzie
wieksza lub rowna drugiej predkosci kosmicznej (zwanej tez czasem predkoscia ucieczki). Wzor na
druga predkos¢ kosmiczna w odleglosci R:

2GM
v =\ e = 2820
R S

Jest to wtasnie szukana minimalna predkosé, jaka musza nadaé¢ kosmici pilce, aby uciekla od Ziemi,
nie powracajac wiecej do niej. Do ustalenia momentu, gdy pitka bedzie poruszala sie najszybciej,
ponownie skorzystamy z zasady zachowania energii. Zauwazmy, ze energia catkowita pitki na poczatku
(tuz po nadaniu predkosci przez kosmitow) jest rowna:

GMm  mv% GMm  2GMm

E = — = — = 0
pocz2 R T2 R ToR
Zarazem energia catkowita pitki w momencie, gdy znajdzie sie w dowolnej odlegtosci d od Ziemi wynosié
2
bedzie FE, = —G]‘;[m + ™5, gdzie v — predkosé pitki w odleglodci d od Ziemi. Znowu, z zasady
zachowania energii E. = 0, wiec % = # Stad obliczamy:

L [26M
V4



Ze wzoru widzimy, ze im mniejsza bedzie warto$¢ d tym wieksza bedzie predkosé pitki. Stad wniosku-
jemy, ze maksymalng predkos¢ pitka osiaggnie w momencie, gdy znajdzie sie najblizej Ziemi w czasie
swojego ruchu. Trzeba tutaj pamietaé, ze aby pitka mogta uciec na nieskonczong odlegto$é¢ od Ziemi
w trakcie lotu nie moze dojs$¢ do kolizji — stad minimalna odleglto$é d musi by¢ wicksza od promienia
Ziemi.

Uwaga: Jedna z intuicji prowadzacych do wzoru na minimalng predkos¢ ucieczki jest fakt, ze gdy
pewien maly obiekt o masie m ma oddali¢ si¢ na nieskoniczona odlegltosé od masywnego ciata (np.
planety) M, w ktorego polu grawitacyjnym sie znajduje to, w sytuacji granicznej, wraz z oddalaniem
sie od planety, jego predko$¢ bedzie malata do 0. Oznaczmy przez P moment poczatkowy ruchu matego
obiektu, a przez K moment, gdy obiekt ten znajduje sie w znacznej odlegtosci od planety. Z zasady

_GMm | mvy _ GMm i muy
TP 2 - TK 2 :

, wani i B, = . " wraz ze zwiekszan
achowania energii: F, W takiej sytuacji, wraz ze zwiekszaniem

2

sie odlegtosci, zaréwno czynnik —G,{WTM7 jak i m—;" zblizaja sie coraz bardziej do 0, zatem E. = 0

w dowolnym momencie takiego ruchu (nie odnosi si¢ to do wszystkich orbit, lecz tylko do takich

toréw ruchu, ktore spetniaja warunek podany w pierwszym zdaniu uwagi; orbity takie nazywamy

_GMm | mvp
Tp 2

parabolicznymi). Przeksztalcajac wtedy rownosé = 0, otrzymujemy znany wzor na

‘s . i _  [26M
druga predkosé kosmiczna: vy = fra
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4. Stonce, podobnie jak Ziemia, rotuje wokot wtasnej osi. Na podstawie tej rotacji definiujemy uklad
wspolrzednych heliocentrycznych — dtugosé i szerokosé heliograficzng. Szerokos¢ heliograficzna przyj-
muje wartosci od —90° do 90° (—90° na biegunie potudniowym, 0° na réwniku, 90° na biegunie
polocnym). Storice nie rotuje jednak jak bryta sztywna, predkosé rotacji na roznych szerokosciach he-
liograficznych jest rozna. Okazuje sie jednak, ze zaleznosé okresu rotacji P od szerokosci heliograficznej
@ dla pewnych rejonéw Storica moze by¢ przyblizona prosta. Korzystajac z danych przedstawionych
w tabeli ponizej, wykonaj wykres tej zaleznosci na papierze milimetrowym. Nastepnie oszacuj okres
rotacji Stonca na szerokosci heliograficznej ¢ = 50°.

e | P

36° | 26,3+£2,5d
42° | 27,1 £3,1d
58° | 29,9 +1,9d
70° | 32,1 +£3,3d
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Poprawnie wykonany wykres przedstawiono powyzej. Przy jego tworzeniu kluczowe bylto zwrédcenie
uwagi na:

e Dobranie stosownego zakresu wartosci na osiach i skali; stworzenie wykresu zaczynajacego sie
od zera istotnie pogorszyloby jego czytelnosé. Wybranie takiego zakresu osi jak na powyzszym
wykresie sprawia, ze dane znajduja sie na §rodku i mozliwe jest odczytanie ich z wieksza precyzja.

e Poprawne zaznaczenie niepewnosci pomiarowych.



e Dopasowanie prostej do punktéw pomiarowych — powinna ona przechodzié¢ w poblizu wszystkich
punktow.

e Podpisanie obu osi.

e Wtasciwe dobranie rozmiaru wykresu — wykonany na papierze milimetrowym nie powinien zaj-
mowaé mniej niz okoto 1/3 strony.

Teraz odczytujemy z wykresu okres rotacji Storica na szerokosci heliograficznej ¢ = 50°. Otrzymujemy
P ~ 28,6d. Oszacowanie niepewnosci tego okresu nie jest wymagane, dobra praktyka jest jednak
zapisanie tego wyniku z dokladnoscia do (w tym przypadku) maksymalnie trzech miejsc znaczacych.
Okres ten jest w koncu przez nas szacowany i nie mamy pewnosci co do doktadnej jego wartosci.

Uwaga: Warto pamieta¢, ze przyblizenie zaleznosci okresu rotacji od szerokosé heliograficznej prosta
nie jest Sciste 1 w szczegdlnosci nie moze byé stosowane na powierzchni catego Storica. Zaleznosé ta
moze by¢ lepiej przyblizana przy uzyciu bardziej skomplikowanych funkcji. Bardziej rzeczywisty wykres
zalezno$ci okresu rotacji od szerokosci heliograficznej przedstawiono ponize;j.
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