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Rozwiazania zadan II etapu

1. Umieszczona na polnocnym biegunie geograficznym Ziemi armata wystrzeliwuje pocisk pionowo w gore z
predkoscia v = GR—A?, gdzie Mg, Rg to odpowiednio masa i $redni promieni Ziemi. Czy pocisk powrdci

na powierzchnie Ziemi? Jesli tak, to:

e Na jaka maksymalng wysokos¢ doleci, zanim zacznie spadac?

e 7 jaka predkoscia uderzy w Ziemie?

Pomiri opory ruchu, pomiil grawitacje cial innych niz Ziemia i pocisk.

autor: Maksymilian Wdowiarz—Bilski

Rozwigzanie

Zadanie mozemy rozwiazaé analizujac energie pocisku w czasie lotu. Z racji tego, ze ciatlo zostaje wy-
strzelone bezposrednio z geograficznego bieguna Ziemi, w sktad jego predkosci poczatkowej nie wchodzi
lokalna predkosé¢ obrotu powierzchni Ziemi (na biegunie réwna 0) — jest wiec ona rowna doktadnie v.
W analizowanym ukladzie energia catkowita pocisku w dowolnym momencie bedzie opisywana suma jego
energii potencjalnej grawitacji i jego energii kinetycznej. Na poczatku obliczymy energie catkowita obiektu
w momencie wystrzelenia:

GM 2 aM, my/ G = GM

m  mu m m

Eq=FEg+ Er = — S = — ° 4 2= =
Rg 2 Rg 2 2Rg

Gdzie m oznacza mase analizowanego obiektu (tu: pocisku). Z zasady zachowania energii, warto$¢ energii

calkowitej pocisku bedzie niezmienna w czasie, zatem:

E. = E. = const.

Znajac jej wartosé mozemy wywnioskowaé maksymalna odleglosé od Ziemi na jaka hipotetycznie mogiby

GMgm muy
T

oddali¢ sie obiekt z taka energia. Ze wzoru na energie w danym miejscu £, = — =+ gdzie indek-
sem x oznaczyliSmy potozenie i predkosé pocisku w pewnym momencie. We wzorze tym mamy dokladnie
jeden skladnik o ujemnym znaku (energie potencjalna grawitacji). Widzimy, ze wraz ze wzrostem ., caly
sktadnik —G]\fiffm bedzie swoja wartodcig coraz bardziej zblizal sie do zera. Wiemy jednak, ze energia

GMgm __ GMgm mu?
She — . T2 Stad

caltkowita naszego pocisku ma ustalona stata, ujemna wartos¢ E. = —

2
mamy: 0 < % = G]\fiem — Gé\;[%m. Przeksztalcajac podana nieré6wnosé otrzymujemy: Gé\f%e;am < Gj\fifm,
stad: ﬁ < i, a wiec 7, < 2Rg. Zatem dowolny obiekt znajdujacy sie w ziemskim polu grawitacyjnym
o energii catkowitej rownej fG%Zm, nie bedzie mogt znalezé sie dalej od srodka Ziemi niz w odleglosci

2Rg. Jest to stosunkowo niewielka odlegtosé¢ (znaczaco mniejsza niz $rednia odlegtosé¢ Ksiezyca od Ziemi
wynoszaca ok. 60Rg; na takiej wysokosci moga znajdowac sie satelity znajdujace si¢ na srednich orbitach
okoloziemskich) — pozwala nam to jednoznacznie stwierdzié, ze w toku naszych rozwazan nie musimy
uwzglednia¢ wplywu grawitacyjnego innych obiektéw niz Ziemia (w szczegolnosei Storica), poniewaz ciato
znajduje sie w obszarze przewazania oddzialywania grawitacyjnego Ziemi (tzw. strefa Hilla dla Ziemi).

Obiekt osiagnie maksymalng odleglo$c¢ 2Rg,, jesli warto$¢ energii kinetycznej w pewnym momencie bedzie
rowna 0, a wiec jego predkosé takze bedzie réwna 0. W analizowanym przypadku taka sytuacja w istocie
zaistnieje. Nietrudno zauwazy¢, ze w toku calego lotu, sita grawitacji dzialajaca na pocisk jest skierowana
pionowo — réwnolegle do kierunku ruchu pocisku. Zatem w dowolnym momencie silta nie zmienia kierunku
ruchu (wektora predkosci) obiektu, ale zmienia warto$é jego predkosci — zmniejsza, jesli wektor predkosci
jest zwrocony ,do gory” lub zwieksza, jesli obiekt juz zaczal spadaé. Ustalmy, ze predko$é¢ ma znak dodatni
w momencie gdy pitka oddala sie od Ziemi, a ujemny — gdy ponownie do niej sie¢ zbliza. Poniewaz na
poczatku predko$é ma znak dodatni — jesli pokazemy, ze w pewnym momencie bedzie miata ona ujemny
znak, bedzie to ostateczny dowdd na to, ze w pewnym momencie (posrednim) predkos$é musiata by¢ rowna
doktadnie 0.
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DowiedliSmy juz, ze pocisk nie znajdzie sie od érodka Ziemi dalej niz w odleglosci 2Rg, zatem sila
e e 1. . . L. .. .. GMgm _ GMgm
grawitacji dziatajaca na niego w dowolnym momencie bedzie nie mniejsza niz CR? = iR < |Fyl.
2]
Mozemy wiec zapisa¢ pewne ograniczenie na predkosé pocisku v(t) (pamietajac o znakach) po czasie t od

wystrzatu:
GMg GMg

= m Ry 4AR2

t

Bowiem przyspieszenie z drugiej zasady dynamiki Newtona: a = % dziata na pocisk zawsze w tym samym
kierunku (w omawianym przypadku), a powyzszy wzor jest przypadkiem, gdyby przyspieszenie to dziatalo
Mg .

stroche stabiej” — byto stalym przyspieszeniem o wartosci — ¢ wzor vy — \%I -t jest wzorem na predkosé

4RZ
®
w ruchu jednostajnie przyspieszonym. Stad bez watpienia stwierdzamy, ze istnieje pewne dodatnie ¢, dla
3
ktorego v(t) bedzie musiata by¢ ujemna (lub réwna 0) — np. dla ¢t = ?ﬁ: dostajemy v(t) < 0.

Udowodnili$my wiec, ze analizowany pocisk rzeczywiscie osiagnie maksymalna odlegtosé od srodka Ziemi
rowng 2Rg. W takiej sytuacji wiemy zatem, ze maksymalna wysokosé od powierzchni Ziemi na jaka doleci
pocisk wynosi doktadnie 2Rg — Ry = Rg = 6371km. Poniewaz od pewnego momentu pocisk bedzie tylko
zblizat sie do Ziemi az nie zderzy sie z nig, mozemy stwierdzié, ze pocisk musi kiedy$§ powrocié na jej
powierzchnie. 7 zasady zachowania energii tatwo wida¢, ze wzér na predko$é pocisku Uy zalezy tylko

i wytacznie od odleglosci pocisku r od $rodka masy (Ziemi): —Gé\;[ze;m = —Gl\{,@m + 5=, cayliz v, =
GMg (% — Rfl@)' W momencie zderzenia odlegtosé pocisku od érodka Ziemi jest jednak oczywiscie taka

sama, co w momencie wystrzalu — réowna Rg. To pozwala nam jednoznacznie stwierdzi¢, ze w przypadku,

gdy pomijamy opory ruchu, predkosé pocisku w momencie zderzenia z Ziemia bedzie doktadnie taka sama

i L o . . . GM
(cho¢ bedzie mie¢ oczywiscie przeciwny zwrot), co w momencie wystrzalu — réwna v = RS R 7,911%“.

autor rozwigzania: Michat Jagodziriski
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2. Satelity polarne megakonstelacji One Web poruszaja sie po niemal kotowej orbicie, na wysokosci 980 km nad
powierzchnig Ziemi. Przez I; oznaczmy moc sygnatu odbieranego od pojedynczego satelity w momencie,
gdy przelatuje on nad obserwatorem (obserwator widzi go w zenicie), a przez Is moc sygnatu wtedy, gdy
satelita znajduje sie tuz nad horyzontem obserwatora. Wyznacz stosunek Iy /I5. W rozwiazaniu przyjmij,
ze Ziemia jest idealna kula, a rozpatrywany satelita wysyta sygnal izotropowo (z réwna moca w kazdym
kierunku). Pomiri wplyw atmosfery ziemskiej.

autor: Maksymilian Wdowiarz—Bilski

Rozwigzanie

Rysunek 1: Schemat orbity satelity megakonstelacji OneWeb (czerwony okrag)

Rozwazmy oznaczenia zgodne z powyzszym rysunkiem i obserwatora na dowolnej szerokosci geograficznej
¢ oraz dlugosci geograficznej A takiej, ze satelita widoczny jest w zenicie. Prosta k przedstawia horyzont
obserwatora, a jego przeciecie z orbita satelity (punkt H) mowi, jaka jest odlegltosé x = |OH|, gdy satelita
widoczny jest na horyzoncie. Odleglosé obserwatora od satelity w zenicie (punkt Z) oznaczona jest na
rysunku jako y = |OZ|. Widzimy, Ze y jest rowna po prostu podanej w zadaniu wysokosci satelity nad
powierzchnia Ziemi: y = 980km. Odleglosé |SO| jest rowna promieniowi Ziemi (podanemu w karcie
statych) |SO| = Rg =~ 6371km. Do szczescia potrzeba nam jedynie wyrazi¢ x za pomoca znanych
dhugosci. Spojrzmy na trojkat SOH. Jako, iz k jest prosta stycznag do okregu, /SOH jest katem prostym.
W takim razie, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa, zapisujac:

|ISO? + |OH|? = |SH|?
R? 4+ 2% = (R+y)?
o® = (R+y)’ - R
x=+/(R+y)?— R?
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Podstawiajac wypisane powyzej dane, otrzymamy:

T ~ 3667 km

Zauwazmy, ze izotropowo$¢ oznacza ze natezenie promieniowania naszego satelity maleje z kwadratem
odleglosci od obserwatora (gdyz jest rownomiernie roztozone na polu sfery 47r2?). W takim razie szukany

w zadaniu stosunek wynosi:
I]_ 372
—=—==14
L 2

Co nalezalo policzyé¢.

autor rozwigzania: Olaf Krupiriski
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3. Statek kosmiczny o masie m = 40000 kg znajduje sie w odleglosci r = 5,00 x 10'°m od Storica. Silnik
statku jest stale wlaczony i generuje site Fg = 800N o zwrocie przeciwnym do zwrotu sily grawitacji
Storica dzialajacej na statek Fg. Oblicz wartos¢ predkosci i jej kierunek, jaka musi mie¢ statek, aby
poruszaé sie po kolowej orbicie wokét Stonica o promieniu r. Przedyskutuj, czy utrzymanie kotowej orbity
wokot Stonca byloby mozliwe, gdyby Fg = 2Fg. Pomin zmiane masy statku spowodowana dziataniem
silnika i wplyw grawitacji cial innych niz Storice na statek.

autor: Krzysztof Krol

Rozwigzanie
Niech v bedzie szukana predkoscig. Statek kosmiczny ma poruszaé sie po orbicie kotowej, dlatego suma
sit dzialajacych na niego musi petnié role sity dosrodkowej — byé¢ rowna mv?/r i skierowana do $rodka
okregu, czyli w strone Storica. Stosujac te konwencje znakéw mamy:

2

Fo— Fg = 2
r
Sita grawitacji Storica dzialajaca na statek jest rowna Fg = Gz‘f?m, bo statek znajduje sie w odlegtosci

r od Slorica, ktore ma mase My. Podstawiamy, a nastepnie mnozymy obustronnie rownanie przez r/m
aby otrzymac:

r
Wyrazenie z predkoscia v wystepuje tylko po prawej stronie. Obustronnie pierwiastkujemy i mamy:

GM,
v = 7®—LFS
,

Podstawiamy wartosci liczbowe uzywajac danych z tresci oraz tabeli statych

\/6,67 x 10711 R85 . 1,99 x 10%0kg 5,00 x 1010 m - 800N
v = —

5,00 x 1019 m 40000 kg

N-m N-m

— 0,1 x 1010

\/13,2733 x 1019 K22 4000 x 101N - m
v = -

— [2,65466 x 10°
5,00 x 100 m 40000 kg \/ ’ x

b= 265466 x 100 1% 109 N _ 1 65466 x 109
kg kg kg

m-kg . 2 k
v =1/16,5466 x 105 === = 104 - /16,5466 = ~ 4,06 x 104 = = 40,6 ——
kg s? s s

I otrzymujemy szukany wynik. W sytuacji bez silnika (Fs = 0) otrzymaliby$my v = \/% ~ 51,5 kTm,
czyli pierwsza predkosé kosmiczna.

Zastanoéwmy sie nad sytuacja, gdy Fs = 2Fg. Wtedy

mv2

Fog—Fg =

r

r r r
v} = — (Fg — Fs) = — (Fg — 2Fg) = ——Fq

m m m
Jednak r,m, Fg > 0, czyli — - Fg < 0. Kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, dlatego v? > 0.
W zwiazku z tym otrzymaliémy sprzecznosé, czyli taka sytuacja nie jest mozliwa — gdyby silnik statku
dzialal z taka sila i byt skierowany tak, jak w tresci, to statek nie mégltby utrzymaé kotowej orbity.
Problem postawiony w zadaniu byt zblizony do problemu postawionego w ostatnim podpunkcie zadania
drugiego przyktadowego II etapu OAJ, wymagal jednak dodatkowo przeprowadzenia pelnego rachunku.

autor rozwigzania: Krzysztof Krol
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4. Istnieje wiele sposobow wykrywania planet pozastonecznych. Najwiecej z nich zostalo wykrytych metoda
tranzytowa, polegajaca na pomiarach jasnosci gwiazdy podczas przej$cia przed nia planety. Przejscie to
powoduje spadek jasnosci gwiazdy, co pozwala wyznaczy¢ niektore wlasciwosci planety i jej orbity.

Rysunek 2: Schematyczne przedstawienie tranzytu egzoplanety. Cyframi 1-4 oznaczono kolejne kontakty,
czyli momenty, gdy tarcza planety jest styczna do tarczy gwiazdy (na rysunku planeta porusza sie w prawo
wzgledem gwiazdy, tzn. kontakt oznaczony cyfra 1 nastepuje jako pierwszy).

Ponizej przedstawiono wykres natezenia §wiatta I pochodzacego od pewnej gwiazdy podczas tranzytu
planety na tle jej tarczy (poza tranzytem I/I, = 1). Wyniki obserwacji przedstawiono wraz z niepew-
nosciami pomiaru. Pomiary przeprowadzano w rownych odstepach czasu. Tranzyt byl centralny, czyli
cieciwa po ktorej poruszala sie planeta przed gwiazda jest srednica gwiazdy.

a) Zakladajac, ze jasno$¢ powierzchniowa gwiazdy jest stala, a planeta nie emituje wykrywalnego pro-
mieniowania, wyznacz stosunek promienia planety do promienia gwiazdy.

b) Kiedy nastapity kolejne kontakty? Odczytaj z wykresu wartosci ¢1, to, ts, t4.

¢) Na podstawie innych pomiaréw stwierdzono, ze planeta porusza sie po orbicie kolowej z predkoscia
44%km/s. Korzystajac z tej informacji, wyznacz promieni gwiazdy i promieni planety. Mozesz zalozy¢,
ze orbita tranzytujacej planety ma promient duzo wigkszy od promieni obu cial.

d) Przed tranzytem wyznaczono jasnos$é obserwowana gwiazdy m = 14,71™ (magnitudo). W trakcie
tranzytu jasno$é zmienila sie o 0,01™. Jaka byta jasnosé obserwowana gwiazdy w trakcie tranzytu?
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Rysunek 3: Wykres stosunku natezenia $wiatla gwiazdy do natezenia poza tranzytem od czasu.

autor: Piotr Jedrzejczyk
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Rozwigzanie

a) Pole przekroju gwiazdy wynosi 7R2, a planety — mr2, gdzie R i r to promienie odpowiednio gwiazdy
i planety. Jako ze jasno$¢ powierzchniowa gwiazdy jest stata, obserwowane natezenie emitowanego przez
nig $wiatta jest wprost proporcjonalne do emitujacej Swiatto powierzchni jej przekroju. Kiedy planeta
znajduje sie w calosci na tle gwiazdy, obserwowana powierzchnia przekroju gwiazdy emitujaca $wiatto
wynosi mTR? — mr2. Zatem stosunek natezenia w trakcie tranzytu I; do natezenia poza tranzytem I
Wynosi:

R

Iy  wR? R?

Stad stosunek promienia planety do promienia gwiazdy wynosi:

r It
=, 1=
R Iy

Na podstawie wykresu mozemy stwierdzi¢, ze minimalne wzgledne natezenie $wiatta, odpowiadajace cza-
sowi, gdy planeta przebywa w catosci na tle gwiazdy, wynosi % = 0,99, zatem szukany stosunek promieni
Wynosi:

ﬁ TR? — 7r? R2—7’2_1 (7’)2

% =/1-0,99=,/0,01=0,1

b) Czasy kolejnych kontaktow wynosza: t1 = —2h, to = —1,64h, t3 = 1,64 h, t; = 2h. Akceptowane beda
niewielkie odchylenia od tych wartosci.

do obserwatora
_—

Rysunek 4: Schematyczne przedstawienie tranzytu egzoplanety widzianego ,z gory”. Przedstawione polozenia
planety odpowiadaja, rozpoczynajac od dotu, kolejnym kontaktom.

c¢) Skoro promieni orbity planety jest znacznie wiekszy od promienia gwiazdy, mozemy zalozy¢, ze w czasie
trwania tranzytu planeta poruszala sie w przyblizeniu po prostej ze stala predkoscia, réwna jej predkosci
orbitalnej, prostopadle do kierunku patrzenia. W czasie miedzy pierwszym a czwartym kontaktem planeta
pokonata odleglos¢ rowna sumie §rednicy swojej oraz gwiazdy (patrz: rysunek 4). Jej predkosé orbitalna
jest zatem rowna:

_2(R+7r)  2R(1+ f)

ta—ti  tai—t
Promien gwiazdy wynosi wiec:
_ ’U(t4 — tl)
201+ %)

Po podstawieniu wartosci v podanej w poleceniu, stosunku  wyznaczonego w podpunkcie a) oraz wartosci
t1 1 t4 wyznaczonych w b) otrzymujemy:

_ 44km/s- (2h — (~2h)) _ 4dkm/s-4-3600s

R
201+ 35) 2

= 288000 km.
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Promienl planety wynosi natomiast:

p= %-R: 928 800 k.

W powyzszym rozumowaniu mozna bylo skorzysta¢ z dowolnej pary kontaktéw. Uzycie pierwszego i
czwartego daje jednak najdokladniejszy wynik z uwagi na to, ze odstep czasu miedzy nimi jest najdtuzszy.
d) Wyrazana w magnitudo wielkos¢ gwiazdowa jest tym wieksza, im ciemniejszy jest dany obiekt. Skoro
podczas tranzytu obserwowana jasno$é¢ gwiazdy zmalala, jej wielko§é gwiazdowa musiata wzrosnaé, zatem
wyniosta ona 14,72™.

Podane w tresci zalozenie o stalej jasnosci powierzchniowej jest jedynie przyblizeniem. W rzeczywistosci
jasno$¢ powierzchniowa gwiazdy spada wraz z odlegloscia od jej centrum. Wynika to z faktu, ze atmosfera
gwiazdy jest nieprzezroczysta, zatem patrzac sie na $rodek jej tarczy obserwator jest w stanie zajrzeé¢ w
glebsze (i goretsze) warstwy atmosfery niz patrzac sie na jej krawedz (ktora widzi ,z boku”), kiedy widzi
wyzej potozone, i co za tym idzie, chtodniejsze i ciemniejsze, warstwy atmosfery. Zjawisko to jest zwane
pociemnieniem brzegowym i mozna je zaobserwowaé na powierzchni Storica (rys. 5). Uwzgledniajac ten
efekt, podana w tresci zadania krzywa blasku powinna przypominaé tg na rys. 6.

Rysunek 5: Zdjecie Storica z widocznym pociemnieniem brzegowym
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Rysunek 6: Krzywa blasku gwiazdy podczas tranzytu z uwzglednieniem pociemnienia brzegowego

Dla innych zakresow dtugosci fali gwiazdy moga przejawiaé efekt pojasnienia brzegowego, czyli efekt od-
wrotny do opisanego powyzej. Dla Storica jest to jednak dopiero daleka podczerwieni i fale radiowe.
autor rozwigzania: Piotr Jedrzejczyk



