Rozwiazania serii [ (teoretycznej)

1. Transfer Hohmanna to manewr pozwalajacy na zmiane promienia orbity danego obiektu. Polega on na
wprowadzeniu ciala na orbite eliptyczna, ktora jest styczna zaréwno do poczatkowej, jak i docelowej
orbity kolowej (patrz rysunek).

Rysunek 1: Schemat transferu Hohmanna. Pogrubiong linig zaznaczono tor ruchu obiektu.

Statek kosmiczny, wystrzelony z Ziemi, wprowadzono na orbite transferowa Hohmanna w celu wystania
go na Marsa. Mozesz zalozy¢, ze w czasie lotu wplyw grawitacyjny planet jest zaniedbywalny w
poréwnaniu z grawitacja Sloinca.

a) Oblicz czas, po jakim statek dolecial na Marsa. Zaloz, ze zostal on wystrzelony w takim momencie,
ze wzajemne polozenie planet bylto optymalne i podréz trwala mozliwie kréotko.
b) Chwilowa predkosé ciata na orbicie o polosi wielkiej a w odlegtosci r od ciata centralnego o masie

M dana jest wzorem:
2 1
v=4/GM < — )
roa

Oblicz, ile wynosita poczatkowa predkosé statku wzgledem Ziemi. Pomin wplyw jej grawitacji.
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Orbita transferowa jest styczna zaréwno do orbity Ziemi, jak i do orbity Marsa. Oznacza to, ze
odleglosé¢ jej peryhelium od Storica jest rowna promieniowi orbity Ziemi az, a odleglos¢ jej aphelium
— promieniowi orbity Marsa ap;. Spelnione sa zatem zalezno$ci:

a(l—e)=ayz
oraz
a(l+e)=an,

gdzie a i e to odpowiednio po6tos wielka i mimosrod orbity transferowej. Dodajac oba rownania stronami,
otrzymujemy:
2a = az + ayy,

zatem potos wielka orbity transferowej wynosi:

a = CI/Z—’—?W = 1,26 au = 1789 X 1011 m.



Wyznaczmy okres orbity transferowej korzystajac z III prawa Keplera. Z rownania

™ (1y)?
a®  (lau)3’

zachodzacego dla obiektow poruszajacych sie wokot Storica, otrzymujemy

a 3
T = (—) y =141y =517d
lau
Zauwazmy jednak, ze podczas transferu statek pokonuje tylko polowe swojej orbity — od peryhelium
do aphelium, zatem czas transferu jest rowny polowie okresu orbity transferowej i wynosi:

At = % = 258d.

Predko$¢ orbitalna Ziemi w jej obiegu dookota Stoiica wynosi:

vg = | CM 9978 KM
Qz S

Predkosé¢ statku kosmicznego w peryhelium wynosi, zgodnie ze wzorem podanym w tresci:

a jej zwrot jest taki sam, jak zwrot predkosci Ziemi, zatem predko$é wzgledna statku kosmicznego i
Ziemi wynosi:

k
Av:v—vZ:2,95—m.
s

autor rozwiqzania: Piotr Jedrzejczyk

. Zaobserwowano gwiazde o jasnoSci obserwowanej m = 9,83™. Teleskopem SALT (Wielki Teleskop
Potudniowoafrykanski) wykonano jej widmo, na podstawie ktorego stwierdzono, ze jest ona bardzo
podobna do Storica.

a) Oblicz odleglosé do tej gwiazdy.

b) Jaka jasno$é obserwowana mialaby ta gwiazda, gdyby jej temperatura efektywna byta o 77,8%
wieksza, a jej promieri pozostal bez zmian? Przyjmij, ze gwiazda promieniuje jak ciato doskonale
czarne.

¢) Na diagramie Hertzsprunga—Russella zaznacz litera A obecne polozenie tej gwiazdy. Litera B
zaznacz potozenie tej gwiazdy, gdyby byla dwa razy goretsza, ale dalej znajdowata sie na ciggu
gltownym. Litera C zaznacz, gdzie znajdzie si¢ ta gwiazda kilka tysiecy lat po zakonczeniu spalania
wodoru w jadrze.

autor: Krzysztof Krol
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a) Zacznijmy od zapisania rownania Pogsona, poréwnujacego jasnosé obserwowana gwiazdy m do
jasnosci absolutnej Stonica Mg

I
m— Mg = 2,510g7®

gdzie I to strumieri docierajacy ze Storica na odlegtosé 10 pc (wynika to z definicji jasnosci absolutnej),
a I to strumien docierajacy do SALT z gwiazdy opisanej w zadaniu. log oznacza logarytm dziesietny.
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Rysunek 2: Diagram Hertzsprunga-Russela. Zrodlo danych: Gaia.

4,83™ —9.83™ =2 5log

Lo L \!
4w (10 pe)? \ 4md?

Lo ( d \°

L \10pc

gdzie d to szukana odleglo$é, a L to moc promieniowania gwiazdy. Wiemy, ze gwiazda jest bardzo
podobna dla Stonca, dlatego przyjmujemy L ~ Lg.

g [( mdpcﬂ -

W ogolnosci rozwiazywanie rownan z logarytmami wymaga korzystania z kalkulatora naukowego lub
znania wartosci logarytmoéw. Tutaj jednak sytuacja jest prosta — wiemy, ze log 100 = 2. Podob-
nie na tegorocznym finale olimpiady wartosci wystepujace w logarytmach (o ile takowe sie pojawia)
beda dostosowane tak, by byly mozliwe do policzenia kalkulatorem prostym, albo podamy wartosci
logarytmoéw. Mamy wiec

5™ =25log

d \?2
=100 = d = 10pcVv100 = 100 pc
10pc



b) Zgodnie z prawem Stefana-Boltzmanna, dla doskonale czarnej kuli

L = 47 R%*cT*

gdzie L to moc promieniowania ciala, R to jego promien, o to stala Stefana-Boltzmanna, a T to jego
temperatura. Zauwazmy, ze dla T/ = 1,778T":

L' = 4rR?cT"™ = 1,778*47 R?cT* = 1,778* L ~ 10L

Rownaniem Pogsona poréwnujemy gwiazde o mocy promieniowania L do gwiazdy o mocy promienio-
4 /
wania L':

= 2,5log £ =25log 1 —-25

I 10

L 4nd?
m' —m = 2,5log [47rd2L’}

Stad m' =m —25™ =7,33™,

c¢) Gwiazd obecnie ma jasnos$¢ absolutng M ~ 4,83™ i temperate T' ~ 5600 K, wiec mozemy z tatwoscia
zaznaczy¢ punkt A. Gdyby gwiazda miala dwa razy wyzsza temperature, ale dalej znajdowata sie na
ciagu gtéwnym, to bytaby biatym lub biato-niebieskim kartem typu B. Po zakoriczeniu spalania wodoru
i odrzuceniu otoczki gwiazda stanie si¢ biatym kartem.
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3. Wokot gwiazdy o temperaturze efektywnej 7' = 10000K i promieniu R = 2,5R; krazy kometa na
orbicie eliptycznej o wielkiej potosi @ = Hau i mimosrodzie (ekscentrycznosci) e = 0,9. Zaloz, ze
kometa w rozwazanych momentach znajduje si¢ w rownowadze termicznej, promieniuje i absorbuje
promieniowanie jak cialo doskonale czarne, a jej temperatura jest taka sama na calej jej powierzchni.
Oblicz temperature komety i dtugosé fali, w ktorej przypada maksimum jej mocy promieniowania gdy
kometa znajduje sie w perycentrum. Jak nazywamy fale elektromagnetyczne o takiej dtugosci i jakimi
instrumentami mozemy je rejestrowac?

Wskazowka: Réwnowaga termiczna oznacza, ze ciato chwilowo musi wypromieniowuje tyle samo ener-
gii, ile energii jest przez nie przyjmowane. Jego temperatura sie wtedy (chwilowo) nie zmienia.

autor: Krzysztof Krol

Rozwiazanie

Ciatem doskonale czarnym nazywamy taki obiekt, ktéry pochtania cate padajace na niego promienio-
wanie. Niewiele jednak oséb wie, ze po pochlonieciu tej energii, cialo doskonale czarne cala ja oddaje
w postaci promieniowania termicznego (klania sie tu zasada zachowania energii). Zaleznosé mocy wy-
promieniowanej w ten sposob energii L od temperatury T i rozmiaréw rozwazanego ciata R opisuje
prawo Stefana-Boltzmanna, zgodnie z ktérym:

L =4nR*cT*
Gdzie o jest stala réwnag o = 5,67 - 1078 m¥¥<4. W zadaniu mamy do czynienia z dwoma cialami

doskonale czarnymi: gwiazda i kometa. Zgodnie z powyzszym wzorem, promieniowanie gwiazdy bez
trudu policzymy z danych nam parametrow:

Lo = 47 R%0TS

Podobny wzor mozemy zapisaé dla komety (zaktadamy tu, ze kometa jest kula o nieznanym promieniu
Ry):
Ly = 4nR20 T}

Jednakze tu natrafiamy na problem: nie znamy zadnej z wielkosci podanych we wzorze. Zastanéwmy
sie nad moca Lg. Zgodnie z wcze$niejszym wywodem, musi ona réwnaé¢ sie mocy promieniowania
padajacego na komete. Standardowo, zaldzmy ze nasza gwiazda promieniuje izotropowo (réwnomiernie
we wszystkie strony), a kometa znajduje sie w odlegtosci d od niej. Rozwazmy sfere o promieniu d
i srodku w gwiezdzie. Zauwazmy, ze nasza kometa pokrywa (zastania) na tej sferze placek (kolo) o
promieniu Ry, a wiec polu s = ﬂRi (nie jest to oczywisty wynik i w celu zrozumienia polecamy to
sobie narysowaé; w szczegdlnosci korzystamy tu z przyblizenia, ze kometa jest mata w stosunku do
odleglosci d). W takim razie na komete pada ulamek promieniowania gwiazdy:

S TR2 R?
Lo =L — = L - k. _ Lk
FTETS, T T amar T Y A
gdzie skorzystali$my ze wzoru na pole powierzchni rozwazanej sfery Sy = 4nd?. Wstawmy nasz wynik
do prawa Stefana-Boltzmanna dla komety:
R2
Lqg - ng = 47TR%0’T]?

W magiczny sposéb promienn komety Ry skraca sie, co oznacza ze temperatura ciala umieszczonego w
izotropowym promieniowaniu nie zalezy od jego pola powierzchni. Po przeksztalceniu otrzymamy:

Lg = 167d*o T}

7 czego chcielibyémy dostaé¢ temperature komety:

4 LG

Tp = ¢/ ——C
k 167d?o



i wstawiamy moc promieniowania z prawa Stefana—Boltzmanna dla gwiazdy:

4 47rRéJTé
Ty =\ ———7=
167d?o

po uproszczeniu dostajemy catkiem zgrabny wynik:

R
T =Te\| 54

Wszystko super, ale w tresci zadania nie podano nam odleglosci kometa — gwiazda d, ktéra musimy
jeszeze policzy¢é. Wiemy jednak, ze kometa znajduje siec w perycentrum (minimalnej odlegltosci) orbity
eliptycznej o wielkiej potosi: a = 5au i mimosrodzie e = 0,9. Korzystajac ze wzoru na perycentrum
elipsy:

d=a(l—¢e)=d=0,la=0,5au

Finalnie mozemy podstawi¢ do wzoru:

R¢

T =Tay| —2—
P 2a(1—e)

= 1080 K

Jakby tego bylo malo, trzeba jeszcze policzy¢ dtugosé fali odpowiadajacag maksimum promieniowania.
W zadaniu rozwazamy ciato doskonale czarne, dlatego korzystamy w tym celu z prawa Wiena:

b

)\mam

T =

gdzie b = 2,90x 1073 m - K jest stala Wiena. Wystarczy podstawié tu wyliczona uprzednio temperature,
aby dostaé:

b
Amaz = T = 2,7pm
Dla pocieszenia czytelnika, zadanie to poziomem nie odbiega zbytnio od prostszych zadan Ii II etapu
licealnej Olimpiady Astronomiczne;.
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