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Rozwiazania zadan teoretycznych III etapu

1. Czerwony karzel obiega obiekt zwarty (masywne, mate i bardzo trudne do bezposredniej obserwacji
cialo), znajdujac si¢ na orbicie ustawionej do linii patrzenia tak, ze mozliwe bylo zmierzenie jego
maksymalnej i minimalnej predkosci na orbicie — wartosci tych predkosci wynosity odpowiednio v,,q, =
188km-s~! i vy, = 71km-s~!. Ponadto stwierdzono, ze okres orbitalny gwiazdy jest rowny P = 63 d.
Oblicz wielka potos orbity czerwonego karta i mase zwartego obiektu. Stwierdz, czym moze on byé¢.

Wskazowki: Czerwone karlty to malomasywne gwiazdy, a oczekujemy, ze niewidoczny towarzysz gwiazdy
z zadania bedzie masywny, dlatego mozesz przyjaé, ze masa czerwonego karta w tym ukltadzie jest za-
niedbywalna.
Predkosé na orbicie eliptycznej o wielkiej potosi a wokot masywnego ciala centralnego o masie M w
odleglosci r dana jest wzorem:
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Rozwigzanie

Ciato poruszajace sie po orbicie eliptycznej osiaga maksymalng predkosé w perycentrum swojej orbity,
kiedy jego odlegtos¢ od ciala centralnego wynosi a(1 — e), a predkosé minimalna osiaga w apocentrum,
w odleglosci a(l + €) od ciala centralnego, gdzie a to polos wielka orbity, a e — jej mimosrod. Po
podstawieniu tych odlegtosci do wzoru na predko$é na orbicie eliptycznej podanego w tresci zadania
otrzymujemy:
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W powyzszych rownaniach mamy trzy niewiadome — M, a i e. Konieczne sa wiec trzy réwnania opisu-
jace zalezno$ci miedzy nimi, zatem brakuje nam jeszcze jednego. Zanim jednak do tego przystapimy,
sprobujmy pozbyé¢ sie mimosrodu z réwnan, gdyz nie jest wymagane jego wyznaczenie. Mogliby$émy to
zrobi¢ wyznaczajac warto$¢ mimosrodu z jednego z rownarni i podstawiajac do drugiego, natomiast da
sie to zrobi¢ nieco sprytniej. Zauwazmy, ze iloczyn predkosci maksymalnej i minimalnej nie zalezy od

mimosrodu:
GM\’1+el—e GM
UmazUmin = = .
a l—el+e a

Pozostaly nam teraz tylko dwie niewiadome — masa niewidocznego ciata i potos wielka orbity czer-
wonego karta. Do ich wyznaczenia brakuje nam teraz drugiej zaleznosci miedzy nimi, ktéra mozemy
uzyskaé z trzeciego prawa Keplera:

P2 _ 472
a3 GM’
z ktorego wyznaczamy mase:
4 2.3
M= Téa
GP?

Podstawiajac ja do wczesniejszego wzoru otrzymujemy:

GM 472a?
a P27

UmaxzVUmin =
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skad mozemy wyznaczy¢ potos wielka, ktéra wynosi:

2
Umax UminP

P
a = T = g V UmaxzVUmin-
Po podstawieniu wartosci otrzymujemy a = 1,00 x 10'* m = 0,67 au. Masa ciala wynosi natomiast:

M= 472a3 o 47T2P3\/ Uma."cvfnin3 - P\/ vmamvmin3
- GP?2 GP?(2rm)3 N 2rG ’

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy M = 2,00 x 103! kg ~ 10 M. Biorac pod uwage,
ze masa niewidocznego obiektu jest wieksza zarowno od masy Chandrasekhara (gorne ograniczenie
na mase bialego karla), jak i granicy Tolmana-Oppenheimera-Volkoffa (gorne ograniczenie na mase
gwiazdy neutronowej), mozemy przypuszczaé, ze obiekt ten jest czarna dziura.

Zadanie to sprawilo do$¢ duze trudnosci — gltownie obliczeniowe — uczestnikom finatu. Udalo sie je
poprawnie rozwiaza¢ tylko jednemu zawodnikowi. Czestym bledem popelnianym przez uczestnikéw
byto korzystanie z trzeciego prawa Keplera w postaci:

P?  (1rok)?

@ (lau)

Nie jest to jednak poprawne jego uzycie — z tej jego postaci mozemy korzystaé jedynie wtedy, gdy w
rozwazanym ukladzie masa ciala centralnego jest rowna jednej masie Stonca. W przypadku z zadania
masa ciala centralnego jest jednak niewiadoma, zatem konieczne bylo wykorzystanie trzeciego prawa
Keplera w formie:

P2 4q?

a3 GM’

autor rozwigzania: Piotr Jedrzejczyk
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2. W badaniach nad rozwojem wczesnego wszech§wiata rozwaza si¢ istnienie tzw. pierwotnych czarnych
dziur, ktore mogtyby powstaé tuz po Wielkim Wybuchu w wystepujacych 6wczesnie zageszczeniach
materii.

a)

Horyzontem zdarzen czarnej dziury (tozsamym z jej promieniem) nazywamy odlegltosé R, po
ktorej przekroczeniu nic, nawet $wiatto, nie jest w stanie uciec przyciaganiu grawitacyjnemu
czarnej dziury. WyprowadZ wzor na promieri horyzontu zdarzen w zaleznosci od masy Mpg
czarnej dziury i statych fizycznych.

Wskazowka: Na potrzeby zadania mozna zatozyé, ze foton ma mikroskopijng, ale niezerowq mase
1 podlegaja newtonowskiemu oddziatywaniu grawitacyjnemu. Pomnizej horyzontu zdarzen ma zbyt
matq predkosé, zeby oddalié¢ sie od czarnej dziury. Pomin efekty relatywistyczne.

Hipotetyzuje sie, ze czarne dziury emituja promieniowanie termiczne zwane promieniowaniem

Hawkinga. , Temperatura” czarnej dziury (czyli temperatura ciata doskonale czarnego emitujacego
promieniowanie o takim samym strumieniu) jest rowna

hed

T 1
H_Sﬂ'k’BGMNMBH

1,2 x 10K - kg

Na potrzeby tego zadania mozemy pominaé¢ znaczenie i nazwy statych i uzywaé wyliczonego ich
iloczynu. Wyznacz moc promieniowania czarnej dziury o masie Mpgy.

Po dtugim czasie, w wyniku promieniowania Hawkinga czarna dziura moze wyparowaé, czyli cata
jej masa moze zostaé¢ zamieniona na promieniowanie zgodnie ze wzorem E = mc?. Oblicz energie,
ktora zostalaby wypromieniowana w wyniku parowania czarnej dziury o promieniu R.

Ostatnie chwile zycia czarnej dziury (przed jej calkowitym wyparowaniem) powinny sie charak-
teryzowaé jej gwaltownym pojasnieniem. Oszacuj maksymalny promieri w momencie powstania
takiej pierwotniej czarnej dziury, ktorej koniec mogtby zostaé zaobserwowany wspotczesnie. Przyj-
mij wiek wszech$wiata rowny 13,7 mld lat. Opisz zastosowane przyblizenia.

autorzy: Olaf Krupiniski, Krzysztof Krol,
Maksymilian Wdowiarz-Bilski, Piotr Zycki

Rozwigzanie

2)

W przyblizeniu nierelatywistycznym, gdy traktujemy fotony jako czasteczki o bardzo malej masie
poruszajace sie z predkoscia ¢, to mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek: jesli §wiatlo nie moze
uciec z pola grawitacyjnego czarnej dziury, to jego predkosé jest mniejsza od drugiej predkosci
kosmicznej w odlegltosci R od $rodka tej czarnej dziury. Oznacza to wiec, ze graniczna wartoscia
bedzie R takie, ze predko$¢ swiatta i druga predkosé kosmiczna sg sobie réwne:

ZGMBH
C=vVi1 = Ta

czyli przeksztalcajac dostajemy:

2 _ 2GMpn
R
2GM

R = 2Mon.
C

Powyzsza interpretacja jest btedna w ujeciu relatywistycznym, jednak ma wickszy sens w ramach
teorii newtonowskiej. Co jednak ciekawe $cisty, relatywistyczny wzor na promieni nierotujacej
czarnej dziury (tzw. promienn Schwarzschilda) jest rowniez dany poprzez

B 2GMBH
=—

R

cC
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b) Emisja promieniowania termicznego z ciata doskonale czarnego o powierzchni S zachodzi zgodnie

z prawem Stefana-Boltzmanna:

L=S -0 -Tf.

Pole powierzchni kuli to 47 R?, wiec moc promieniowania jest dana przez:

4 2
1 , 2GM 1
L = ArR*eT}; = 4nR%c (M 12 x 108K - kg) = dr ( ¢ BH> o (1,2 x 10K - kg)”

BH c? MéH

1 2
I = % -2,074 x 102 K kgt = —5— - 3,247 x 10°? W
C4MBH BH kg2

Korzystajac z E = mc? dostajemy:

72GMBH 762R
R=—0%— = Mpn =54
*R
E = Mppc® = —
BHE =54

W tym zadaniu mozna byto zastosowaé przyblizenie liniowe wyniku w ktérym moc promieniowania
czarnej dziury nie zmienia sie przez caly okres jej zycia (przez co jej energia, a wiec tez masa,
liniowo maleje). Otrzymujemy wowczas czas zycia:

E Mppc® Mpyc? 3 2 30 kg®
T= L  3,247x 1032 2 - 3,247 x 1032 W = Mpp e 308 <10 W
Ve — 7 ke

AR\* kg? c® kg? S
T = 2 . 1 —32 — 3 . 1 —32 — 3. 12 1 64
(QG) G 308x 107258 — B O 308x 1072 8 = RY 8512 x 107

Tymczasem czas zycia wszechéwiata to T = 13,7 x 10° lat = 4,3 x 10'7s. Zatem otrzymujemy
—1
RS =T. (8,512 x 1054 ig) — 5,05 x 10~ m?
m

R=1,7x10"1m,

co jest rowne mniej wiecej 1/5 promienia protonu.

Zwrdéémy jednak uwage na to, ze przyblizenie liniowe nie oddaje w pelni ewolucji czarnej dziury
w czasie. Gwaltowne pojasnienie pod koniec jej zycia bierze sie wlasnie z olbrzymich ilosci wy-
promieniowywanych energii, zgodnie z wzorem na moc promieniowania L z podpunktu b), ktora
zmienia sie odwrotnie do kwadratu masy czarnej dziury. Nie mozna wiec zaklada¢ w szczegolno-
$ci, ze moc promieniowania czarnej dziury jest stala przez caly jej okres zycia. Po dokladnych
obliczeniach (ktorych szczegodly tutaj pominiemy, gdyz wymagaja wiedzy czytelnika na temat
rownan rozniczkowych) mozna stwierdzi¢, ze szukany promien takiej czarnej dziury bedzie rowny
3,83 x 10719 m — jest to wynik zauwazalnie inny, jednak jak widzimy nasze przyblizenie nie bylo
zle, otrzymalismy dobry rzad wielkosci wyniku. Warto tutaj zwrocié uwage na olbrzymie gesto-
$ci, ktore panowaly we wczesnych etapach wszech$wiata i ktore byltyby w stanie doprowadzié¢ do
powstania takich czarnych dziur.

Wielu uczestnikow finatu poradzito sobie dobrze z pierwszymi trzema podpunktami zadania. Pod-
punkt d) stworzyl wicksze problemy, ale kilka rozwiazan zawierato wlasciwe rozumowanie, cho¢
nikomu nie udalo sie otrzymaé¢ wtasciwego wyniku liczbowego.

autorzy rozwigzania: Maksymilian Wdowiarz-Bilski, Krzysztof Krol



Olimpiada

[)
(/\\ Astronomiczna Junioréw Zawody III stopnia, cze$¢ teoretyczna
N— . .
\ 4 kwietnia 2025

3. Wenus jest druga planeta od Storica, a jej okres obiegu wynosi T' = 224,7 dni. Wenus obraca sie rowniez
dookota wlasnej osi z zaskakujaco niska predkoscia katowa: w = —1,481°/dzien, przy czym ujemna
warto$é¢ tej predkosci oznacza, ze Wenus obraca sie przeciwnie do ruchu obiegowego wokoét Storica.
Patrzac wiec ,z gory” na Uktad Stoneczny ruch obiegowy Wenus odbywa sie przeciwnie do wskazowek
zegara, za$ ruch dookota wtasnej osi jest zgodny ze wskazéwkami zegara.

a) Zdefiniujmy dobe stoneczna jako czas pomiedzy dwoma goérowaniami Stonca. Ile wynosi doba
stoneczna na Wenus?

b) Wyraz rok wenusjanski (okres obiegu Wenus dookola Storica) w dniach wenusjanskich (dobach
stonecznych na Wenus). Czy to prawda, ze dzienn na Wenus jest dtuzszy od roku?

autor: Olaf Krupinski

Rozwigzanie

W1

Zanim przejdziemy do rozwiazywania zadania, zastanéwmy sie nad obecna w nim sytuacja. Zadanie
zwracalo uczestnikom uwage na réznice pomiedzy doba gwiazdowa i doba stoneczng. W przypadku
Wenus roznica ta jest znaczaca, co wplywa na tak elementarne zjawisko fizyczne jak dhugo$é dnia. Dobe
stoneczng definiujemy jako czas uptywajacy pomiedzy kolejnymi gérowaniami Storica; jest to wiec dla
ludzi nie majacych duzej stycznosci z astronomia ta zwykta doba (na Ziemi rowna 24 godziny). Z kolei
doba gwiazdowa jest czasem pomiedzy kolejnymi wschodami bardzo odleglych od planety gwiazd (na
Ziemi wynosi ona ok. 23 godziny i 56 minut). Spojrzmy na rysunek - niech czerwona strzalka oznacza
Wenusjanina, patrzacego w chwili W1 na Slorice (w potudnie). Wenusjanin z utesknieniem czeka az
minie jeden dzien, a on znéw zobaczy Stonice w potudnie. Stanie sie to w chwili W2, gdy czerwona
strzatka ponownie bedzie zwrocona w strone Storica. Jednakze Wenusjanin mégl zauwazyé, ze pozycja
innych gwiazd na niebie nie jest taka sama jak w chwili W1. Aby byta taka sama, musialby zaczekaé
az do chwili W3, kiedy czerwona strzatka znéw bedzie skierowana ,w gore”.

Rozwiazmy to numerycznie. Oznaczmy kat /W1 S W2 = ¢, predkosé¢ katowa ruchu obiegowego w; i
predkosé katowa ruchu obrotowego ws. Woéwcezas pomiedzy momentami W1, W2 Wenus przebywa kat
¢ w ruchu obiegowym, a wiec z definicji:

¢

W), = —
ts
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gdzie tg jest dlugoscia doby stonecznej. Zauwazmy, ze w tym samym czasie Wenus obrocita sie wo-
kot wlasnej osi o kat 360° — ¢ , bowiem potrzebuje jeszcze ¢ aby dokreci¢ sie do pelnego kata (kat
naprzemianlegly). Czyli ponownie z definicji predkosci katowej:
360° — ¢
wyg = ———=
ts

Teraz wystarczy to rozwiazaé i znalezé¢ dobe stoneczna tg. Gdy dodamy predkosci katowe, to pozbe-
dziemy sie ¢, dostajac:

360° — + 360° — 360°
wy +wy = tﬂ + ¢ = ¢ ¢ =
s

s ts s
Standardowo, mnozymy przez tg i dzielimy przez wi + wo, i dostaniemy:

b 360°
5= w1 + wo

Widzimy od razu, ze wynik jest identyczny, jak gdyby$my po prostu dodali do siebie predkosci katowe
wg = w1 + woy 1 skorzystali z definicji tg = 360° /wg. Mimo Ze mniej formalny, jest to wciaz poprawny
Spos6b rozumowania — mozna stwierdzié, ze ruch obiegowy Wenus dookota Storica przeszkadza w ob-
rocie dookola wlasnej osi. A z liniowej natury obu predkosci mozemy je po prostu do siebie dodaé
(paradoksalnie, dodanie ich do siebie wydtuzy dobe stoneczna, a odjecie skroci. Z tego wzgledu gdyby
Wenus obracala si¢ w przeciwna strone, jej doba stoneczna bytaby krotsza od gwiazdowej).

Jesli jeszcze chwile pobawimy sie naszym wzorem koricowym, mozemy dostaé:

360° 360° 1

5= — 360° |, 360° 1 1
w1 + w2 T‘FT -+

Co jest znanym przez niektorych wzorem na okres synodyczny (oczywiscie z plusem zamiast minusa z
uwagi na przeciwne kierunki predkosci katowych).

Wracajac jednak do rzeczy przyziemnych (a nawet przywenusjariskich) i oznaczen z tresci zadania:

. 360°
S = —3gp0
w + 36TO

Liczymy wartosé liczbowa
ts ~ 116,8 dni

Albo w innych jednostkach ok. 1,92 dni wenusjariskich. Ostatecznie obala to mit o tym, ze dzieri na
Wenus jest dtuzszy od roku. Mozemy jeszcze policzy¢ dlugosé doby gwiazdowej na Wenus:
360°
te = > ~ 243.0 dni
w
i widzimy skad ten mit tak naprawde si¢ wzial - ta doba faktycznie jest dluzsza od roku na Wenus.
Niestety ten sam blad zostal popelniony przez duza czesé uczestnikéow finalu, a zadanie to rozwiazalto
poprawnie (i na 5 punktow) 5 uczestnikow. Niemniej taka pomytka pozwala (po pézniejszym poznaniu
poprawnego rozwiazania) duzo wiecej nauczy¢ sie z zadania i lepiej zapamietaé, o co w nim chodzito.

Zadanie to nawiazywalo do 1-etapowego zadania, w ktorym uczestnicy mieli stwierdzi¢ jak zmieni sie
doba na Ziemi, jesli zacznie sie ona obraca¢ w przeciwng strone. Bylo to (statystycznie) najtrudniejsze
zadanie z tego etapu. Mysle, ze uwazny czytelnik bedzie w stanie teraz rozwiazaé to zadanie.

autor rozwigzania: Olaf Krupinski



